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KAPITEL

Uberblick & Motivation

Betrachte: VORLESUNG

1
/ N |

! A \ e = Atome/Molekiile,
v\.\ z.B. Ar oder HyO, ...

N
PAR! /

Abbildung 1.1: Skizze eines makroskopischen Systems aus N ~ 10?* Atomen/Molekiilen.

N = Anzahl (e) ~ 10%

= unmoglich x;(t=0), ;(t=0), i = 1,2,..., N zu bestimmen und die Newton-Gleichungen
zu integrieren

o aber auch unnétig: Erfahrung: makroskopische Eigenschaften hiingen nicht von O(10%)
Details ab.

Wichtig: makroskopische Eigenschaften sind emergent, z. B.

e Temperatur, Druck, ...

o Phasen (fest — fliissig — gasformig; Paramagnet — Ferromagnet).
Hier zwei Zugénge:

i) Thermodynamik [Kap. 2]:

— phénomenologisch
— systematisch Zugang basierend auf “Hauptsétze 0-3”

— rein makroskopisch = keine Verbindung zur mikroskopischen Physik
ii) Statistische Mechanik [ab Kap. 3]:

— erlaubt makroskopische Beschreibung basierend auf mikroskopischen Modellen

— Idee: anstatt {z;(0),%;(0)} oder |¢(t=0)) verwende probabilistische Beschreibung.

Statistische Physik - 4. November 2026 7
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KAPITEL

Thermodynamik

Grofiteils im 19. Jahrhundert entstanden, also vor der mikroskopischen Theorie der Quantenmechanik.

2.1 Fundamentale Begriffe

o Zustandsgrofien (auch “Zustandsvariablen” genannt) sind makroskopische Observablen
von denen ein vollstandiger Satz {X1, Xo,...,X,} den thermodynamische Zustand Z
eines makroskopischen Systems eindeutig beschreibt. Auflierdem gelte auch umgekehrt:
v =2y = Xj(Z1) = Xj(Z2). [d.h. 1-zu-1-Korrespondenz Z <+ { X1, Xo,..., X}/
Beispiele: Volumen (V), Druck (P), Temperatur (T'), Teilchenzahl (N), Magnetfeld (H),
Magnetisierung (M), innere Energie (U), Entropie (S), etc.. Was einen vollstéindigen Satz

darstellt, hdngt von dem betrachteten System ab.
Xj

Y2 Zp

v

7

Xi21,5

X

Abbildung 2.1: Zwei Wege 71, 72 zwischen thermodynamischen Zustidnden Z4 und Zp auf der Zu-
standsmannigfaltigkeit.

Wie von der Abbildung suggeriert, betrachten wir nun X; als Funktion der anderen
Zustandsvariablen, X,,;, die entlang ~; variiert werden. Dass X; eine Zustandsvariable
ist, impliziert nun:

- de:Xj(ZB)—Xj(ZA):/ dX;

71 72
- fdxj =0

— Wir definierten den Begriff vollstindiges (auch totales) Differential:

Statistische Physik - 4. November 2026 9
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2. Thermodynamik

0X,
dX; = Z (]> d X ist “vollstdndiges Differential” (VD)
Xp#k,j

falls 8Xk’ Ck = 8Xkaz Vk, k/.

Aus unserer Definition folgt, dass ZustandsgroBen X; vollstdndige Differentiale d X
haben.

e Nicht alle makroskopischen Observablen sind Zustandsgréfien und haben vollstdndige

Differentiale. Notation:
dX = vollst. Diff., 60X = nicht-vollst. Diff.

Beispiel (AI‘beit).
E q

i=1 .
gen. Krifte gen. Koord.

: 0Q; _ 90
l.A. T #O—qu

Konkret: Volumenarbeit

Flache A

s

[m]

T Gas

Abbildung 2.2: Zylinder mit Kolben zur Illustration der Volumenarbeit §W = —P dV.

Im Gleichgewicht: PA = mg. Anderung der potentiellen Energie unter z — x + da:
dEpoy = mgde = PAde = PdV = W = —-PdV

[Wir sehen klar, dass die generalisierte Kraft, hier nun —P, i. A. von T abhdngt. Wir
folgen hier der tblichen Vorzeichenkonvention: W > 0 < am System wird Arbeit geleis-
tet.]

Weiteres Beispiel: magnetisches System: 6W = H-dM.

Im Gleichgewicht erfiillen thermodynamische Systeme Zustandsgleichungen. Dies konnen
in der Form

F(X1, Xa,..., Xp) =0 (2.1)

dargestellt werden. Im Rahmen der Thermodynamik ist allerdings keine Herleitung mog-
lich. Wir werden im Folgenden basierend auf empirischen Beobachtungen und qualitativen
Argumenten zwei Beispiele fiir Zustandsgleichungen motivieren.

Beispiele. i) Ideales Gas, d.h. punktférmige, nicht-wechselwirkende Molekiile. Gut
bei geringer Dichte (N/V — 0) und T' — oo.

Beobachtung: P% = const. bei fixer T, unabh. vom Gas: “Boyle-Mariotte’sches
Gesetz”.

Statistische Physik - 4. November 2026



2.2. Begriff der Temperatur 11

Abbildung 2.3: Gas in einem Volumen V' mit Teilchenzahl N, Temperatur 7' und Druck P.

Definiere die (Ideale-Gas-)Temperatur 7" via

Py =kpT, mit Boltzmann-Konstante kg = 1.380649 107> { ~ 0.086 5.

[seit Revision der SI Einheiten (2019) ist der Wert in J/K exakt. Problem: in Praxis
fiir T — 0 nicht verwendbar, da dort die ideale Gasgleichung nicht gilt.]
Offensichtlich kann dies in der Form (2.1) geschrieben werden,

fideales Gas(PaVY,N,T) =PV — N]{BT =0.

ii) Van der Waals-Gleichung. Idee: PV = NkgT — PogVog = NkpT, wobei

« endliches Teilchenvolumen Vi, = bN (Konstante b) = Veg = V — Vigin =
V —bN;

* Wechselwirkungen (Reichweite < Systemlénge) gleichen sich am Rand nicht
aus = verringern den Druck:

P=Pg— AP, AP (g)z.

Dichte x Dichte

—————————

L e— Rand

kurzreichweitige
Anziehung

Abbildung 2.4: Nahe dem Rand gleichen sich die kurzreichweitigen attraktiven Wechselwirkungen
nicht mehr aus = effektive Druckverringerung AP oc (N/V)2.

= (P+a(})?) (V= bN) = NkgT

* Fir N/V — 0 = ideales Gas (z. B. durch T' — oo bei fixem P).
* Bei niedrigem T = Phaseniibergang (siche Ubung + Kap. ?77?).

o Wir unterscheiden zwischen

i) extensiven ZustandsgroBen: mengenproportional, d. h. addieren sich bei Zusammen-
figen. Z.B. V, N, U.

ii) intensiven Zustandsgrofen: mengenunabhéngig. Z.B. T, P.
2.2 Begriff der Temperatur
Auch wenn intuitiv, nicht klar, dass T physikalisch messbare Grifse.

Statistische Physik - 4. November 2026
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12 2. Thermodynamik

Wir postulieren (“nullter Hauptsatz”):

es gibt eine intensive, skalare Zustandsgrofie 1" mit

i) im Gleichgewicht ist die Temperatur ortsunabhingig, ﬁT(F) =0, im System
[damit macht es Sinn von “der” Temperatur zu sprechen/

ii) zwei isolierte Systeme

thermisch gekoppelt

Tan
mit min(74,7p) < Tap < max(Ta,Tg).
Erlaubt Messvorschrift:

viel kleiner
System
iy — ]

Tr

Tsr ~Ts

nutze Zustandsgleichung
von Thermometer = Tgrp

Abbildung 2.5: Messvorschrift fiir die Temperatur: ein kleines Thermometer wird thermisch an das
System gekoppelt.

Anmerkung: wir werden spdater sehen, dass der 2. Hauptsatz eine Definition von T ohne Zustandsgl.

von Thermometer ermdoglicht.

Begriff: isotherm < T = const.

2.3 Erster Hauptsatz der Thermodynamik

Die innere Energie U eines thermodynamischen Systems ist eine Zustandsgréfie mit

dU = 6Q + oW I 0E.
Wairme mech. Arbeit, Energie durch Anderung

SW=3_, Qidg; der Teilchenzahl,
6EC:ZJ' pj AN

/iy = chemisches Potential der Teilchensorte j.]
o Es gilt also in isolierten Systemen (6Q = éW = dE. = 0)

dU =0 <= Energieerhaltung.

o Fiir einen beliebigen zyklischen Prozess «: ]{ dU =0 < 7 “perpetuum mobile (erster
v
Art).

Statistische Physik - 4. November 2026



2.4. Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik 13

o Nicht nur W, sondern auch @ (und E.) sind keine Zustandsgréffen. Dies erscheint intuitiv
plausibel, wenn wir folgendes Experiment betrachten:

H20
das System hat hohere

innere Energie

H2O H20 (nicht mehr “Wérme”
oder “Arbeit”)

. \ /U2>U1

H>O

Abbildung 2.6: Experimente von Robert Mayer und James P. Joule: derselbe Endzustand lasst sich
sowohl durch Warmezufuhr als auch durch mechanische Arbeit erreichen.

o Zustandsgleichungen mit U heiflen kalorische Zustandsgleichungen. 7.B. fir ein Gas:
U=U(T,V,N). DaU,V,N extensiv und T intensiv:

U(T,\V,AN) = AU(T,V,N) "= v = NOU(T, V/N).

Fiir ideales Gas: natiirlich, dass U unabhéngig von V/N = U = N f(T).
Konsistent mit Experiment von Gay-Lussac (1807):

Gas Vakuum - Gas fand: T = T}
T1 T2

isoliert = dU =0

Abbildung 2.7: Gay-Lussac-Experiment: freie Expansion eines idealen Gases in ein Vakuum &ndert
die Temperatur nicht.

Beachte: [f(T)] = [U] = Energie. Da die einzige Energieskala kg7 ist, muss also gelten:
= U =cNkgT.

[Hier ist ¢ eine Konstante, die vom Gas abhdngt; siehe Abschn. ??7:c= f/2]

2.4 Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Problem: 1. HS gibt noch keine Zeitrichtung. [klar im Widerspruch zur Alltagserfahrung, z. B.
R. Mayer rickwdrts oder Kreide zurick in Hand, oder von kalt nach warm.]

Statistische Physik - 4. November 2026
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2.4.1 Formulierung

Definition. Ein perpetuum mobile 2. Art ist eine periodische Maschine (also zyklischer Pro-
zess), die nichts weiter bewirkt als Wérme einem Reservoir zu entnehmen und diese in Arbeit
umzuwandeln.

2. Hauptsatz (in der Formulierung von William Thomson = Lord Kelvin):

Es gibt kein perpetuum mobile 2. Art.

2.4.2 Carnot-Maschine

P
T1 Reservoir 1 ) eispie as
T >1Ts l l
1 Q1 bei D Ty
Q1 — Q2]
g @
@
1 Q2 bei @ = .
\%

l |

T5 Reservoir 2

Abbildung 2.8: Schematische Carnot-Maschine (links) und der zugehorige Kreisprozess im P-V-
Diagramm (rechts).

Begriffe.

e adiabatisch < 0@ = 0.

o reversibel < kann umgekehrt werden, was also notwendigerweise quasi-statisch (d.h.
langsam auf der Skala der Relaxationszeiten) sein muss = Folge von Gleichgewichtszu-
standen.

o Ansonsten: irreversibel.

Beispiel.

Statistische Physik - 4. November 2026



2.4. Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik 15

<«—> langsam .
Gas reversibel

schlagartig

T

Gas

Vakuum | irreversibel

Abbildung 2.9: Reversible (langsame Kompression) vs. irreversible (freie Expansion) Prozessfiihrung
eines Gases.
Carnot-Prozess (reversibel):

@ G im Kontakt mit R1: isotherme Ezxpansion = Q1 > 0 fliefit in G.

@ G isoliert: adiabatische Fxpansion bis Ts.

® G im Kontakt mit R2: isotherme Kompression = Q2 > 0 fliefit aus G.

@ G isoliert: adiabatische Kompression bis T}.

Aufgrund 0 = §dU = §0Q + § W = Q1 — Q2 + AW (Konvention: AW < 0 heifit nach
auflen verrichtete Arbeit):

. —AW Q1 — Q2 Q2
Wirkungsgrad: n:= = =1-== < 1.
Q1 Q1 Q1

reingesteckte Warme

Da reversibel: kann auch als Warmepumpe verwendet werden:

T, > 1Ty

T Q1

<g><7 AW =1Q1 — Q2]

1T Q2

1

Abbildung 2.10: Umgekehrter Carnot-Prozess als Warmepumpe.

Betrachte nun zwei Maschinen (eine reversibel G, eine allgemein A) zwischen den gleichen
Reservoirs:

Statistische Physik - 4. November 2026



16 2. Thermodynamik

Ty > To
[
allgemein, I Qi“ 4 Q%
d. h. rev. oder reversibel
irrev.
[AW 4| A g [AWg|
|AWa| = Q{' - QF |AWg| = Qf - Qf
e 1Qf
[
Ts

Abbildung 2.11: Vergleich einer allgemeinen Maschine A mit einer reversiblen Maschine G (als Wér-
mepumpe geschaltet) zwischen denselben Reservoirs.

Wihle Q4 = Qg = Ry unverdndert.

= [AW4| - |AWG| =Q{' = Qf <0 (2.HS) — Qi <qf.
Falls auch A reversibel: kehre Prozess um = Q% <t = Q= Q(f.
Damit:

i) Fir jeden reversiblen zyklischen Prozess ist % und daher n = 1 — % bei gegebenen

Ty, Ty universell. Also nyey = f(T1,T2) = f(T1/T2) [da Skalieren aller Energien, also von
kgTy und kg, die dimensionslose Grofie 1, nicht dndert. In anderen Worten, nur
Nrew = f(T1/T2) is konsistent mit den Finheiten)].

ii) Das erlaubt eine Temperatur zu definieren (“Kelvin-Skala”):

Ts Ts Q2
v — 1 _— s — = 1 — v = —.
e Ty T ey =0y

[Ubungsaufgabe: identisch mit idealer-Gas- Temperatur.]
iii) Fir drreversible Prozesse:
Qf Qf
iv) Fiir reversiblen Prozess: obwohl ¢ 0Q = Q1 — Q2 gilt
@Q_Q & —QQZ()@]{} Q

< ey = Wirkungsgrad ist beschrankt durch nyey.

= & — =0.
Ty T Ty + Ty

arnot T

2.4.3 Entropie

Betrachte allgemeinen reversiblen Prozess (T dndert sich kontinuierlich):

P

Vv

Abbildung 2.12: Zerlegung eines allgemeinen reversiblen Kreisprozesses in infinitesimale Carnot-
Prozesse.

Statistische Physik - 4. November 2026



2.4. Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik 17

Zerlege in M Carnot-Prozesse:

2M
=X b "

=1

Daher:

)
Entropie S definiert (bis auf Referenzwert) via ds = 0Q

reversibel

S ist eine Zustandsgrofle, da §dS = ¢ % =0.

Fiir irreversiblen Prozess:

Q- _ @
QY QY

e 2 Reservoire: % =1—"rev <1 —Niprey =1 —

£, -9
@ T1+ T2 <0.

o Allgemein: j{ 00 < 0.

rrev

o Betrachte:

2

ZA ZB

71

Abbildung 2.13: Reversibler Pfad v; und irreversibler Pfad 7, zwischen denselben Zustdnden Z4 und
ZB.

Da (—v1) U~y irreversibel:

Zp,rev 7 B,irrev
o f L8 [
(=71)Ur2 " Y2 Za Za

48

Daher:

ds > % (> irreversibel, = reversibel)

Fiir isolierte Systeme: Q)9 =0 = dS > 0, d.h. Entropie ist im Gleichgewicht maximal.

Kommentare:
e Manchmal als 2. Hauptsatz angegeben.

o Gibt Zeitrichtung vor.

VORLESUNG

|
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18 2. Thermodynamik

Beispiele. i) Isotherme, reversible Expansion eines idealen Gases. Erinnerung: U = U(T),
also dU =0 "2° 5Q + oW
~—
—PdVv
= @ =LdV,  P=NkgT/V (ideales G
= dV, = NkgT/V (ideales Gas)
g 1 [
= AS’GaS:/T =7, PdV = kgN In(Va/V1).
1

Reservoir hat Warme abgegeben; da 6@ = 0 fiir Reservoir + System und reversibel:

= ASiot = ASgas + ASRes = 0.

ii) Freie (irreversible) isotherme Ezxpansion.

T

I

Gas |Va—V1
V1 !

Reservoir T'

Abbildung 2.14: Freie isotherme Expansion eines Gases in ein Vakuum bei Kontakt mit einem Wér-
mereservoir.

ASGas = kN 1In(V5/V1), da Endzustand der gleiche und S Zustandsgrofle. Auflerdem
bleibt die innere Energie des Gases gleich, sodass AQ + AW = 0. Da auflerdem das Gas
keine Arbeit verrichtet, muss also gelten AQ = —AW = 0. Das impliziert wiederum
ASRes > 0 und schliellich

ASier > kN In(Va/V;) > 0.

2.5 Dritter Hauptsatz der Thermodynamik

Problem: zwei Zustinde Z4 und Zp ohne reversiblen Prozess Z4 <+ Zp [d.h. die Zustandsglei-
chung fiihrt zu mehreren nicht-zusammenhdngenden Bldttern. Beispiele: (1) Diamant (metasta-
bil) und Graphit; (2) viele chemische Reaktionen konnen nicht reversibel durchgefihrt werden]

= S(Z4)—S(Zp) =7

3. Hauptsatz (urspriinglich von Nernst, 1905):
Die Entropie eines thermodynamischen Systems bei T' = 0 ist gegeben durch eine

von makroskopischen Parametern unabhangige Konstante,
lim S(T, XQ, Xg, cee ,Xn) = So.
T—0

= definiert Referenzpunkt bei T' = 0. [Beachte: oft Sy = 0, allerdings eigentlich Sy =
kg In(#entartete Grundzustande).]

Statistische Physik - 4. November 2026



2.6. Thermodynamische Potentiale 19

Konsequenz: Absoluter Nullpunkt nicht mit endlich vielen Schritten erreichbar.
Grund: betrachte System (etwa Gas, dabei X = P):

S

X1

Xa
J isotherm
<— isentropisch

(adiabatisch
S, + reversibel)

T

Abbildung 2.15: S(T')-Kurven fir verschiedene Werte von X: durch abwechselnde isotherme und
isentropische Schritte ndhert man sich T'= 0 nur asymptotisch an.

Wire allerdings (Sy verschieden fiir X7, X5):

S

X1

X2

T

Abbildung 2.16: Hypothetische Situation mit verschiedenen Sy: T' = 0 wére in endlich vielen Schritten
erreichbar — durch den 3. Hauptsatz ausgeschlossen.

— T = 0 wére in endlich vielen Schritten erreichbar. Der 3. Hauptsatz verbietet dies.

2.6 Thermodynamische Potentiale

L HS: dU =6Q + Y Qidg; + » _ pj dN;.
( J
Z.B. Gas: Q; = —P, ¢ —» V,nur uj — p, Nj — N. [oder magnet.: ¢; = ﬂH[J-, Q,; = HJ/

)
2. HS: dS > ?Q (> irreversibel, = reversibel), sodass

1 Qi K
ds > TdU—Zi:qui—zj:T]de (dS)

Impliziert:

e Betrachten wir reversible Zustandsénderungen, d. h. quasi-statisch im Gleichgewicht:

() =3 (2) 9 (&) _ O
o= I . - i . i - .
ou )N T 8q1 U7N)qk7él T 8NJ U7Q7Nk7éj T

e Man sagt: U, ¢, N sind die “natiirlichen Variablen” von S, denn kenne ich S = S(U, ¢, ]\7)
= T7 Qia M-

Statistische Physik - 4. November 2026



20 2. Thermodynamik

o Betrachte (irreversible) Relaxation zum Gleichgewicht: (dS) = S ist mazimal bei gege-
benen U, ¢, N im Gleichgewicht.

Sieht noch einfacher aus, wenn man umschreibt:

(dS) <= dU < TdS+> Qidgi+ Y _pu;dN; (dU)
i J

Entsprechend:

e U minimal im Gleichgewicht bei  S,¢;, N; = const.

“nat. Variablen”

e U= U(S,(j’,ﬁ) sodass
(%)i,ﬁ =T (gg)&ﬁ,%;ﬁi = Qi (%)Siquéj I

o Vollstandiges Differential / Satz von Schwarz:

o (U _ 90 (oUu
dq; \ 0S - . — 0S5 \ 9q; S
O, N" 'S,N,qr2i S,N™\q,N
=T =Q;
T _ (90Q; or —_(9or
(8‘12)3,]\7_ (35)@,]\7’ L (W)S,N_ (3S>V,N
B)egn = B o () = &)
L = . zw. (2% =
(8N] S,(T,Nk;ej [5) N ) ON SV oS V,N (MU)
8Qi> <8Nj) b ((’913 _ (a,u)
= , zw. — (2= = (2
(8Nj 8,4, Nigot 94 ) SN’ N /sy IV )s N

Relationend, die auf diese Art und Weise von den thermodynamischen Potentialen abge-
leitet werden heiflen “Maxwell-Relationen”.

VORLESUNG

|

2.6.1 Legendre-Transformation

Ziel: andere natiirliche Variablen, da z. B. S = const. schwer realisierbar ist.
Betrachte: f = f(z) mit df = sdz, s = %. [f+ U,z S, s+ T]
Ziel: g = g(s) mit % = +z. Gilt fir

dg _ df dz _ . odz)_
denn @2 =F[3 F-r—-s§] =+ V.
~—

=s
Bekannt aus klassischer Mechanik: Lagrange-Funktion L = L(q, ) — H(q,p) = p{(q,p) —
L(q,4(q,p)) mit p = a—g. Ersetze ¢ (das =z) durch konjugierte Groe p (das =s).
Bei uns: T = (g—g) . ist beziiglich U zu S konjugierte Grofe.
q?
Wir definieren:
F(T,q,N) = U- (gl) .S freie Enerygie,
N

———
T

Statistische Physik - 4. November 2026



2.6. Thermodynamische Potentiale
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wobei wir hier entsprechend U und S als Funktionen von T, ¢ und N auffassen.

(dv)
Es gilt: dF = dU —d(TS) < TdS+ Y, Qidgi + X pj AN; — TdS — §dT
dF < —SdT+ ) Qidg + Y p;dN;
i J
Damit gilt:

e F minimal im Gleichgewicht bei T’ ¢;, N; = const.

« F=F(T,§N) mit

)= (5)pe,. =@ (05),. =m
(6T a,N ’ 04 T,N qhti @i ON; T,q, Ny Hi

b
[wie erwartet nach der Konstruktion der Legendre-Transformation]

e Maxwell-Relationen:

as) _ (an) b (as) _ (a )
— \ 5, = = = ZW atr = | &5
( % )TN, qrp: o JgN’ Vitny — \0T)ynN
a8 ) _ (r%) b (as) _ au)
— . =(=%) .. zw. — | on = {57
(3]\’1 T, Nt o JgN’ ON ) v T )y, N
3Qi) _ (Wj) b BP) o (8,u)
= = . 7w, — | 2= = ([ YL
(8]\’]‘ T3, Nizj 99 ) T, N qpi ON/ryv — \OV /TN

2.6.2 Weitere thermodynamische Potentiale
i) Enthalpie: H = H(S, Q, N), durch ¢; — gTZ =Q; in U:
= dH <TdS-) ¢dQ;+ > pu;dN;
( J

= minimal im Gleichgewicht bei S, Q;, IN; = const.

[Ubung: leite die dazugehérigen Maxwell-Relationen her.]

(dF)

(2.2)

(MF)

ii) Freie Enthalpie: G = G(T, Q. ]\7) [auch “Gibbs’sche Enthalpie”], z. B. durch S — %—g =

T in H:
G(T,G,N) == H-TS =U-) Qi¢;—TS
%

= dG < —-5dT - ) ¢;dQ; + > _ p; dN;
( J
= minimal im Gleichgewicht bei T, Q;, N; = const.
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22 2. Thermodynamik

iii) Groflkanonisches Potential: Q = Q(7, ¢, i), durch N; — 687151- = pj; in F:
In statistischer Mechanik oft verwendet.
AT, ¢ f) = F~ pN;
J
= dQ < -SdT+ Y Qidg — > N;dy; (d®?)
i J
= minimal im Gleichgewicht bei T', g;, pt; = const.

Da wir spater verwenden werden:
fol9) _ o0 —O; o0 - _
()= Brs= % (B)pp, =N
qH T,qkis1L T,q, k5

2.6.3 Skalenanalyse

Betrachte (AU) < dUlwey = T'dS + 32, Qi dgi + > ptj AN;. Bekannt: U extensiv, T' intensiv =
S extensiv (denn 7'dS extensiv). Wir wéhlen (w.l.o0.g.): Q; = Krifte (wie Druck) intensiv,
¢i = Koordinaten (wie Volumen) extensiv, p; intensiv, N; extensiv.

= S,U,F,H,G, sind extensiv.

Z.B. gilt:

Damit

G(T,Q,N) = Zuj N; “Gibbs-Duhem-Relation” (GD)
J

= p; = freie Enthalpie pro Teilchen j.
= man kann dann damit auch U, F, H, ) ausdriicken. Z.B.:

Q:F—Zﬂij\:’/G—l-ZQiQi_Zﬂij (GZD)ZQiq@'-
J (2

J F+TS5-TS e
=G-Y,Qiqi
[Z. B. fir Gas: G = uN und Q = —PV. Dieses Ergebnis hditte man auch direkt bekommen

durch Anwenden der Skalen-Analyse auf Q(T, Q, [i). Ubung: iberzeugen Sie sich davon.]

Oft (GD) auch via (AG): dG = —§dT — 3, ¢;dQ; + ¥, 1 dAN; ‘2 (53, 1y Ny)

& > Njdpj = —=SdT = ¢;dQ;.

J

— Parameter (p;, T, @Q;) konnen nicht unabhéngig voneinander variiert werden.
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2.6. Thermodynamische Potentiale 23

2.6.4 Stabilitat

Betrachte

A I B

(ﬁ—)
U7 N7 (j’
Austausch
extensiver Grofien

Abbildung 2.17: Isoliertes System, das intern in zwei Teilsysteme A und B zerlegt ist, die extensive
Groflen austauschen kénnen.

Unabhingig davon ob reversibel oder irreversibel, gilt:
U=Uy+Up = const. = dUs = —dUp, N, { analog. (%)

Im Gleichgewicht: S maximal, also dS = 0 (bei dU, dN ,dg'=0)

= a5 =dsa +dsp L (L - D)avs - (% - F)agt - (5 - b )ani Lo

4 J

Ty =1Tg, o =7, M}A:M?

[konsistent mit 0. HS.T]
Weiterhin: Mazimum, d.h.: unter Uy p — Uy /p + AU fiir AU — 0 muss gelten

AS~3 S (%)q (AU,)?
t=A,B '

—_———
=[(0U:/0Tt) gl ™"

—

(8—[]) . >0 innere Energie steigt monoton mit 7" bei fixen ¢, N.
oT N
ou —T(98 — _7(2F
= (a*T)qjN—T(aT)@N— T(@TZ)(ZNZO ()
(mit S = —(8F/8T)q~7]\7).

(82—F>(fﬁ <0 konkav in T
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\\ T
Abbildung 2.18: Freie Energie F'(T') ist konkav.

Es gibt weitere Stabilititsbedingungen: z.B. 4/ — §a/p = A7

1 9°F
:>AFN§ Z(BQZ)TN'ﬂ
t=A,B J s I QR4

J

2 o =
(%q?) . >0 konvex in ¢.
J TzN’qk:#j

2.7 Response-Funktionen

Betrachte Fall N; — N, Q; — —P, ¢ — V.

2.7.1 Thermische Response

Warmekapazitét: Cx = (%)XN, X=PV.

Umschreiben: (dU) < dU =T7'dS —PdV + pdN

) _r (5%). > 0 [Stabilitit].

oU
- ()
v M)y N V.N

!
(Agj)? >0 (Minimierung).

Allerdings: Cp # (%)PN, sondern nach (dH) < dH =71dS+V dP + udN:

)

=8Q

_ (0H

Auch Cp # Cy; es gibt einen Zusammenhang. Dazu betrachte U = U(T, V') bei gegebenem

N (also P = P(T,V)):
(AU) & 6Q = dU + PdV
= (5%) a7+ (§7) v + Pdv

= Cr= (i), = (5), +[(5), + P (57),
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2.7. Response-Funktionen 25

(*) kann noch vereinfacht werden: (dS) & dS = +dU + £dV und U = U(T, V):

ds = (57) a7+ 1 [(57), + P av.

S&

+P) T (aangv + 8T>

)v'

g%) = 0; wie auch beim idealen Gas
T

Maxwell-Relation: a% g—g = B% {% (g% + P)} =—7 (

= (gg) +P = T(

&5

Bemerkung: zeigt, dass P o« T bei konstantem N,V <

/N

gilt.
In (*) eingesetzt:

Cr—0v = T(5) (%), (CrCv)

— direkt durch Zustandsgleichung gegeben.

Beispiel (Ideales Gas). PV = NkpT = (g—?) N‘I}’B und ( g)P ==

= CP—CVZNk:B.

Von (dH), (dU) wie oben schon wir, bzw. einfach von TdS = 6Q).
Cx =T (8—5))( = S(T,X) = fOT dr’ CX(T/), X = P,V, nach dem 3. HS.T. Damit dieser

oT T
Ausdruck integrabel ist, muss gelten Cx(7T) < const - T%, ¢ > 0, fir T — 0. [z. B. gilt fir
Phononen o< T2, und fiir e~ in Metall (genau genommen Fermi-Gas oder -Flissigkeit) oc T.]

AuBlerdem: verwende Maxwell-Relation von F*: (g‘%) = (%)V und von dG = —SdT +
VAP + pdN = (%)P = _(g%)T
= Celv (g‘s}) (%)T = lim CpCv =

(da sowohl (0S/0V)r — 0 als auch (0S/0P)r — 0 fir T — 0 nach 3. HS). Beachte: dies
gilt nicht fiir das ideale Gas, welches also bereits im Rahmen der Thermodynamik als nicht
kompatibel mit tiefen T ist.

2.7.2 Mechanische Response-Funktionen

Thermischer Ausdehnungskoeffizient: a = % (%)P
\% _ as : _
Soeben gezeigt: (8—>P = _(W>T = limp_oa =0.
T isotherm
Kompressibilitét: kxy = —+ (2%) | X =
P v (8P>X S isentropisch

Beispiel (Ideales Gas). PV = NkpT = rp = —& (- 257) = 4.

Es gibt Zusammenhdnge zwischen o, kx,Cy,Cp.
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Klassische Stochastische Prozesse

Ziel: Grundlagen fiir die stochastische Beschreibung von Vielteilchensystemen, Relazation ins Gleichge-

wicht, Motivation fiir eine mikroskopische Definition der Entropie.

3.1 Elementare Begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie

3.1.1 Eindimensionale Zufallsvariable

Sei X eine Zufallsvariable (auch stochastische Variable), die entweder
o diskret, X € {x1,x9,...}, z.B. Augen des Wiirfels oder quantenmech. Zustand,
e oder kontinuierlich, X € R, z. B. Position eines Teilchens,

ist, mit Wahrscheinlichkeitsverteilung px.
Es gilt:

o p(x;) >0 bzw. p(x) >0 (nicht-negativ),
o Yipx(zi)=1bzw. [dzp(x) =1 (normiert).

Wir definieren den Erwartungswert
(OX)) == Y O px(a:)  baw, / dz O(z) p(x).

Wichtige Begriffe:
o Mittelwert: (X)

e Varianz: Var(X) := (X?) — (X)?

I
7~
—~

<

I
Py

>
~
SN—
no
~

 Standardabweichung: o(X) := /Var(X)
o n-tes Moment: (X")

o charakteristische Funktion: ¢px (k) := <eikX>

Zusammenhang: ¢x (k) = i (1k')n (X, (X = ilna,’;m

o k=0

n
o Kumulanten-erzeugende Funktion: Sx (k) := In ¢x (k)

Statistische Physik - 4. November 2026
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e entsprechend: n-te Kumulante

1

Cul(X) = o agsx\kzo.

Man sieht:

Allerdings: Co(X) = 02(X), C3(X) = (X3) = 3(X) (X?) +2(X)3, ..
Warum S statt ¢?

e S + Wirkung in Feldtheorie
e Entwicklung in C,, konvergiert oft schneller

Beispiel (GauB-Verteilung).

_ 1 1 (z—(x))?
p(l’) - \/%O' expl 2 0_2
Es gilt
+o0 . .
ox (k) = / dz p(z) e = e~ 2k?o* Hik(X)
und damit

Cp>2 =0, Cy = (X), Cy = o>

3.1.2 Wichtige Verteilungen

Betrachte das Bernoulli- Experiment, d.h. zwei mogliche Ergebnisse A, B mit psa = p, pp =
g=1-p

e Miinze, A = Kopf, B =Zahl, p = ¢ = %
e Spin in Magnetfeld, A =1, B =/
o Teilchen in Teilvolumen V, <V = p=V,/V,q¢=(V =V,)/V

Fithre N-mal dieses Experiment unabhangig durch, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass
n < N-mal A eintritt,

N! Nen
—_— - “BinomialVerteilung”
n! (N —n)! P s
—_———

= (]T\Z) = #Moglichkeiten n mal A “zu ziehen”

pB(n) =

% Mathematica: sieche Wahrscheinlichkeitstheorie-1.nb
Es gilt:

N N N
« Y pp(n) =) < )p"qN_"= P+ =1v
n=0
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. <n>—n;oan(n)—T;)pafppB(n)—pafp;pB(n)—pafp(pﬂLQ) = Np.

* o(n) =V Npq

-0 (N— ) relative Breite wird kleiner.

Zwei Grenzfille etwas genauer. (i) N — oo bei z = Np = (n) fix (also p — 0 wie z/N).
[z. B. radioaktiver Zerfall]

Es gilt
PEU) = 0N — )l \N N
z" N! N —n
-t _ =z 1- &
n! N”(N—n)!( x) (1-%)
— e —1
N—o0 1

und daher

z"e ™ : .

pp(n) ~ pp(n) = o Poisson-Verteilung

Sie hdngt nur von einem Parameter x ab, mit
[e.e]

. pr(n):eme_le v
n=0

e (ny=u=x

o 0n=+/T [macht Sinn, denn -

(ii) N — oo, feste p, q:

1 _ 2
p(n) ~ pa(n) = Taro exp <—(7120<;1>)> GauBl-Verteilung

bekannt als “De Moivre-Laplace-Theorem”.
% Mathematica: siche Wahrscheinlichkeitstheorie-2.nb

Beweis: z. B. mit Stirling-Formel; hier: siehe unten.

3.1.3 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Seien X7, Xs,..., X, Zufallsvariablen, diskret oder kontinuierlich, mit gemeinsamer Wahr-

scheinlichkeitsverteilung px, x,.. x,,-
Es gilt:

° PX1 Xy X, (T1,22,...,2n) >0,

. Z PX1Xs.. X, (T1, T2, ... xy) =1 bzw.
T1,X2;..-,Tn

/dxl dzy...dz, px,x,. . x, (T1, T2, ..., 2y) = 1.
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30 3. Klassische Stochastische Prozesse

Wir definieren den Erwartungswert

<O(X1, XQ, . ,Xn)> = /dml d.%'g Ce d.%'n O((IJl, . ,mn) PX1Xo..Xn (5131, e ,mn), (3.2)

bzw. entsprechend fiur den diskreten Fall.
Reduzierte Verteilungsfunktion (m < n):

PX1Xo X (T1y ooy Tm) = /dxm+1 coodmy pxyx,. x, (T1, T2, o, Tp). (3.3)
Wichtige Begriffe:
o Kovarianz: Cov(X;, X;) := ((X; — (Xi))(X; — (Xj))) [= Var(X;) firi=j/
o X; und X; unabhingig <= px,x;(vi,z;) = px,(x:) - px; (7))
=  Cov(Xi, X;) = /dazl dzs. .. dzp (@i — (@)@ — (€5)) Px1 X0 X0 (T1s -+ Tn)
= [ daide; pxx, i) (@ = @) = (@)

bt / da; px, (1) (2 — (22))) (i = J)
= (Xi — (Xa)) (X; —(X;)) =0

=0 =0

o Funktionen von Zufallsvariablen: Z = f(X1,...,Xn)
damit gilt: pz(z) = (6(z — f(X1,..., X))
Beispiel (n =2, Z = X +Y und X,Y unabhéngig).
pz(2) = /dw dy px () py (y) 8z — (x +y))
= / dz px(x) py(z —x)  [macht intuitiv Sinn/

Konkret: px(z) = py (y) ist die Rechteck-Verteilung auf [0, 1] (sieche Abbildung 3.1), also

1 z 0<2<1,
pz(z):/dl‘py(Z*ﬂf): 2—2z 1<2<2,
0
0 sonst,
d.h. eine Dreiecks-Verteilung auf [0, 2].
px (@) = py (y) pz
1 +
xT t + z
1 1 2

Abbildung 3.1: Faltung zweier Rechteck-Verteilungen ergibt eine Dreiecks-Verteilung.
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o bedingte Wahrscheinlichkeit:

PX1. X (L1500, X))
pXm+1---Xn (xm+17 e 71.77»)

len_Xm(xl, N 1) ‘ Xm+1 = Tm+1,-- .,Xn = xn) =

gegeben, dass dies “gezogen wurde”

Daraus folgt der Satz von Bayes, hier fiir n = 2:

py(y | X =) px(z)
py ()

px(z|Y =y)=

Was man einfach erhélt aus zweifachem Anwenden der obigen Beziehung:

oy _pxy(xy)  py(y| X =2)px(z)
Y =0 =0 T py ()

Spezialfall: X, Y unabhéngig, dann pxy (z,y) = px(x)py (y), und

1
px(x|Y =y) = ——pxyv(z,y) = px(x) wie zu erwarten.
py(y)

Beispiel (Multidimensionale GauB-Verteilung). Schreibe X = (X1, Xo,..., X,).

po(@) = (det(A)

1
W exp (— (Z — :E'O)TA (Z — i:’o)> , A e R™"™ symmetrisch, positiv definit.
T

2

Es gilt:

—

o (X;) = /d"xp)z(f) (zj — (Zo); + (Zo);) = (Zo); + /dn{py(ng Zo) (§);, €=17 — o

=0 (gerade in &)

o Cov(Xi, X;) = (A™Y)y;  [Ubungsaufgabe]
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