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Kapitel 1
Überblick & Motivation

Vorlesung

1
Betrachte:

• = Atome/Moleküle,
z. B. Ar oder H2O, . . .

Abbildung 1.1: Skizze eines makroskopischen Systems aus N ∼ 1023 Atomen/Molekülen.

N = Anzahl (•) ≃ 1023

⇒ unmöglich xi(t=0), ẋi(t=0), i = 1, 2, . . . , N zu bestimmen und die Newton-Gleichungen
zu integrieren

• aber auch unnötig: Erfahrung: makroskopische Eigenschaften hängen nicht von O(1023)
Details ab.

Wichtig: makroskopische Eigenschaften sind emergent, z. B.

• Temperatur, Druck, . . .

• Phasen (fest – flüssig – gasförmig; Paramagnet – Ferromagnet).

Hier zwei Zugänge:

i) Thermodynamik [Kap. 2]:

– phänomenologisch
– systematisch Zugang basierend auf “Hauptsätze 0–3”
– rein makroskopisch ⇒ keine Verbindung zur mikroskopischen Physik

ii) Statistische Mechanik [ab Kap. 3]:

– erlaubt makroskopische Beschreibung basierend auf mikroskopischen Modellen
– Idee: anstatt {xi(0), ẋi(0)} oder |ψ(t=0)⟩ verwende probabilistische Beschreibung.

Statistische Physik · 4. November 2026 7
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Kapitel 2
Thermodynamik

Großteils im 19. Jahrhundert entstanden, also vor der mikroskopischen Theorie der Quantenmechanik.

2.1 Fundamentale Begriffe

• Zustandsgrößen (auch “Zustandsvariablen” genannt) sind makroskopische Observablen
von denen ein vollständiger Satz {X1, X2, . . . , Xn} den thermodynamische Zustand Z
eines makroskopischen Systems eindeutig beschreibt. Außerdem gelte auch umgekehrt:
Z1 = Z2 ⇒ Xj(Z1) = Xj(Z2). [d.h. 1-zu-1-Korrespondenz Z ↔ {X1, X2, . . . , Xn}]
Beispiele: Volumen (V ), Druck (P ), Temperatur (T ), Teilchenzahl (N), Magnetfeld (H⃗),
Magnetisierung (M⃗), innere Energie (U), Entropie (S), etc.. Was einen vollständigen Satz
darstellt, hängt von dem betrachteten System ab.

Xk ̸=1,j

Xj

X1

ZA

ZBγ2

γ1

Abbildung 2.1: Zwei Wege γ1, γ2 zwischen thermodynamischen Zuständen ZA und ZB auf der Zu-
standsmannigfaltigkeit.

Wie von der Abbildung suggeriert, betrachten wir nun Xj als Funktion der anderen
Zustandsvariablen, Xp ̸=j , die entlang γj variiert werden. Dass Xj eine Zustandsvariable
ist, impliziert nun:

–
∫

γ1
dXj = Xj(ZB) −Xj(ZA) =

∫
γ2

dXj

–
∮

dXj = 0

– Wir definierten den Begriff vollständiges (auch totales) Differential:

Statistische Physik · 4. November 2026 9



10 2. Thermodynamik

dXj =
∑
k ̸=j

(
∂Xj

∂Xk

)
Xp ̸=k,j︸ ︷︷ ︸

= Ck

dXk ist “vollständiges Differential” (VD)

falls ∂Xk′Ck = ∂Xk
Ck′ ∀ k, k′.

Aus unserer Definition folgt, dass Zustandsgrößen Xj vollständige Differentiale dXj

haben.

• Nicht alle makroskopischen Observablen sind Zustandsgrößen und haben vollständige
Differentiale. Notation:

dX ⇒ vollst. Diff., δX ⇒ nicht-vollst. Diff.

Beispiel (Arbeit).

δW =
m∑

i=1
Qi︸︷︷︸

gen. Kräfte

dqi︸︷︷︸
gen. Koord.

+ 0 · dT,

i. A. ∂Qi
∂T ̸= 0 = ∂0

∂qi
.

Konkret: Volumenarbeit

Gas
P

m

Fläche A

g

x

Abbildung 2.2: Zylinder mit Kolben zur Illustration der Volumenarbeit δW = −P dV .

Im Gleichgewicht: PA = mg. Änderung der potentiellen Energie unter x → x+ dx:

dEpot = mg dx = PAdx = P dV =⇒ δW = −P dV

[Wir sehen klar, dass die generalisierte Kraft, hier nun −P , i. A. von T abhängt. Wir
folgen hier der üblichen Vorzeichenkonvention: δW > 0 ⇔ am System wird Arbeit geleis-
tet.]
Weiteres Beispiel: magnetisches System: δW = H⃗ · dM⃗ .

• Im Gleichgewicht erfüllen thermodynamische Systeme Zustandsgleichungen. Dies können
in der Form

f(X1, X2, . . . , Xn) = 0 (2.1)

dargestellt werden. Im Rahmen der Thermodynamik ist allerdings keine Herleitung mög-
lich. Wir werden im Folgenden basierend auf empirischen Beobachtungen und qualitativen
Argumenten zwei Beispiele für Zustandsgleichungen motivieren.

Beispiele. i) Ideales Gas, d. h. punktförmige, nicht-wechselwirkende Moleküle. Gut
bei geringer Dichte (N/V → 0) und T → ∞.
Beobachtung: P V

N = const. bei fixer T , unabh. vom Gas: “Boyle–Mariotte’sches
Gesetz”.

Statistische Physik · 4. November 2026



2.2. Begriff der Temperatur 11

N,T
P

V

Abbildung 2.3: Gas in einem Volumen V mit Teilchenzahl N , Temperatur T und Druck P .

Definiere die (Ideale-Gas-)Temperatur T via

P V
N =: kB T, mit Boltzmann-Konstante kB = 1.380649 · 10−23 J

K ≃ 0.086 meV
K .

[seit Revision der SI Einheiten (2019) ist der Wert in J/K exakt. Problem: in Praxis
für T → 0 nicht verwendbar, da dort die ideale Gasgleichung nicht gilt.] Vorlesung

2Offensichtlich kann dies in der Form (2.1) geschrieben werden,

fideales Gas(P, V,N, T ) = PV −NkBT = 0.

ii) Van der Waals-Gleichung. Idee: PV = NkBT −→ Peff Veff = NkBT , wobei
∗ endliches Teilchenvolumen Vmin = bN (Konstante b) ⇒ Veff = V − Vmin =
V − bN ;

∗ Wechselwirkungen (Reichweite ≪ Systemlänge) gleichen sich am Rand nicht
aus ⇒ verringern den Druck:

P = Peff − ∆P, ∆P ∝
(

N
V

)2
.

Rand

Dichte × Dichte

kurzreichweitige
Anziehung

Abbildung 2.4: Nahe dem Rand gleichen sich die kurzreichweitigen attraktiven Wechselwirkungen
nicht mehr aus ⇒ effektive Druckverringerung ∆P ∝ (N/V )2.

⇒
(
P + a

(
N
V

)2) (V − bN) = NkBT

∗ Für N/V → 0 ⇒ ideales Gas (z. B. durch T → ∞ bei fixem P ).
∗ Bei niedrigem T ⇒ Phasenübergang (siehe Übung + Kap. ??).

• Wir unterscheiden zwischen

i) extensiven Zustandsgrößen: mengenproportional, d. h. addieren sich bei Zusammen-
fügen. Z. B. V,N,U .

ii) intensiven Zustandsgrößen: mengenunabhängig. Z. B. T, P .

2.2 Begriff der Temperatur

Auch wenn intuitiv, nicht klar, dass T physikalisch messbare Größe.

Statistische Physik · 4. November 2026



12 2. Thermodynamik

Wir postulieren (“nullter Hauptsatz”):
es gibt eine intensive, skalare Zustandsgröße T mit

i) im Gleichgewicht ist die Temperatur ortsunabhängig, ∇⃗T (r⃗) = 0, im System
[damit macht es Sinn von “der” Temperatur zu sprechen]

ii) zwei isolierte Systeme

TA TB

thermisch gekoppelt

TAB

mit min(TA, TB) < TAB < max(TA, TB).

Erlaubt Messvorschrift:

System
TS

TT

viel kleiner

nutze Zustandsgleichung
von Thermometer ⇒ TST

TST ≃ TS

Abbildung 2.5: Messvorschrift für die Temperatur: ein kleines Thermometer wird thermisch an das
System gekoppelt.

Anmerkung: wir werden später sehen, dass der 2. Hauptsatz eine Definition von T ohne Zustandsgl.
von Thermometer ermöglicht.

Begriff: isotherm ⇔ T = const.

2.3 Erster Hauptsatz der Thermodynamik

Die innere Energie U eines thermodynamischen Systems ist eine Zustandsgröße mit
dU = δQ︸︷︷︸

Wärme

+ δW︸︷︷︸
mech. Arbeit,

δW =
∑

i
Qi dqi

+ δEc︸︷︷︸
Energie durch Änderung

der Teilchenzahl,
δEc=

∑
j

µj dNj

[µj = chemisches Potential der Teilchensorte j.]

• Es gilt also in isolierten Systemen (δQ = δW = δEc = 0)

dU = 0 ⇐⇒ Energieerhaltung.

• Für einen beliebigen zyklischen Prozess γ:
∮

γ
dU = 0 ⇔ ∄ “perpetuum mobile (erster

Art)”.

Statistische Physik · 4. November 2026



2.4. Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik 13

• Nicht nur W , sondern auch Q (und Ec) sind keine Zustandsgrößen. Dies erscheint intuitiv
plausibel, wenn wir folgendes Experiment betrachten:

H2O

U1

H2O

H2O

H2O

U2 > U1

das System hat höhere
innere Energie
(nicht mehr “Wärme”
oder “Arbeit”)

Abbildung 2.6: Experimente von Robert Mayer und James P. Joule: derselbe Endzustand lässt sich
sowohl durch Wärmezufuhr als auch durch mechanische Arbeit erreichen.

• Zustandsgleichungen mit U heißen kalorische Zustandsgleichungen. Z. B. für ein Gas:
U = U(T, V,N). Da U, V,N extensiv und T intensiv:

U(T, λV, λN) = λU(T, V,N) λ=1/N=⇒ U = N Ũ(T, V/N).

Für ideales Gas: natürlich, dass U unabhängig von V/N ⇒ U = Nf(T ).
Konsistent mit Experiment von Gay-Lussac (1807):

Gas
T1

Vakuum

isoliert ⇒ dU = 0

Gas
T2

fand: T2 = T1

Abbildung 2.7: Gay-Lussac-Experiment: freie Expansion eines idealen Gases in ein Vakuum ändert
die Temperatur nicht.

Beachte: [f(T )] = [U ] = Energie. Da die einzige Energieskala kBT ist, muss also gelten:

⇒ U = cNkBT .

[Hier ist c eine Konstante, die vom Gas abhängt; siehe Abschn. ??: c = f/2]

2.4 Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Problem: 1. HS gibt noch keine Zeitrichtung. [klar im Widerspruch zur Alltagserfahrung, z. B.
R. Mayer rückwärts oder Kreide zurück in Hand, oder von kalt nach warm.]

Statistische Physik · 4. November 2026



14 2. Thermodynamik

2.4.1 Formulierung

Definition. Ein perpetuum mobile 2. Art ist eine periodische Maschine (also zyklischer Pro-
zess), die nichts weiter bewirkt als Wärme einem Reservoir zu entnehmen und diese in Arbeit
umzuwandeln.

2. Hauptsatz (in der Formulierung von William Thomson = Lord Kelvin):
Es gibt kein perpetuum mobile 2. Art.

Vorlesung

3

2.4.2 Carnot-Maschine

T1 Reservoir 1

T2 Reservoir 2

G

↓ Q1 bei 1⃝

↓ Q2 bei 3⃝

|Q1 −Q2|

T1 > T2

V

P 1⃝

2⃝

3⃝

4⃝

T1

T2

Beispiel: G = Gas

Abbildung 2.8: Schematische Carnot-Maschine (links) und der zugehörige Kreisprozess im P -V -
Diagramm (rechts).

Begriffe.

• adiabatisch ⇔ δQ = 0.

• reversibel ⇔ kann umgekehrt werden, was also notwendigerweise quasi-statisch (d. h.
langsam auf der Skala der Relaxationszeiten) sein muss ⇒ Folge von Gleichgewichtszu-
ständen.

• Ansonsten: irreversibel.

Beispiel.

Statistische Physik · 4. November 2026



2.4. Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik 15

Gas
langsam

reversibel

Gas Vakuum

schlagartig

irreversibel

Abbildung 2.9: Reversible (langsame Kompression) vs. irreversible (freie Expansion) Prozessführung
eines Gases.

Carnot-Prozess (reversibel):

1⃝ G im Kontakt mit R1: isotherme Expansion ⇒ Q1 > 0 fließt in G.

2⃝ G isoliert: adiabatische Expansion bis T2.

3⃝ G im Kontakt mit R2: isotherme Kompression ⇒ Q2 > 0 fließt aus G.

4⃝ G isoliert: adiabatische Kompression bis T1.

Aufgrund 0 =
∮

dU =
∮
δQ +

∮
δW = Q1 − Q2 + ∆W (Konvention: ∆W < 0 heißt nach

außen verrichtete Arbeit):

Wirkungsgrad: η := −∆W
Q1︸︷︷︸

reingesteckte Wärme

= Q1 −Q2
Q1

= 1 − Q2
Q1

< 1.

Da reversibel: kann auch als Wärmepumpe verwendet werden:

T1 > T2

T2

G

↑ Q1

↑ Q2

∆W = |Q1 −Q2|

Abbildung 2.10: Umgekehrter Carnot-Prozess als Wärmepumpe.

Betrachte nun zwei Maschinen (eine reversibel G, eine allgemein A) zwischen den gleichen
Reservoirs:

Statistische Physik · 4. November 2026



16 2. Thermodynamik

T1 > T2

T2

A

↓ QA
1

↓ QA
2

|∆WA| G

↑ QG
1

↑ QG
2

|∆WG |

reversibel
allgemein,

d. h. rev. oder
irrev.

|∆WG | = QG
1 −QG

2|∆WA| = QA
1 −QA

2

Abbildung 2.11: Vergleich einer allgemeinen Maschine A mit einer reversiblen Maschine G (als Wär-
mepumpe geschaltet) zwischen denselben Reservoirs.

Wähle QA
2 = QG2 ⇒ R2 unverändert.

⇒ |∆WA| − |∆WG | = QA
1 −QG1 ≤ 0 (2. HS) =⇒ QA

1 ≤ QG1 .

Falls auch A reversibel: kehre Prozess um ⇒ QG1 ≤ QA
1 ⇒ QA

1 = QG1 .
Damit:
i) Für jeden reversiblen zyklischen Prozess ist Q1

Q2
und daher η = 1 − Q2

Q1
bei gegebenen

T1, T2 universell. Also ηrev = f(T1, T2) = f̄(T1/T2) [da Skalieren aller Energien, also von
kBT1 und kBT2, die dimensionslose Größe ηrev nicht ändert. In anderen Worten, nur
ηrev = f̄(T1/T2) is konsistent mit den Einheiten].

ii) Das erlaubt eine Temperatur zu definieren (“Kelvin-Skala”):

ηrev = 1 − T2
T1

⇔ T2
T1

= 1 − ηrev = Q2
Q1

.

[Übungsaufgabe: identisch mit idealer-Gas-Temperatur.]

iii) Für irreversible Prozesse:

ηirrev = QA
1 −QA

2
QA

1
= 1 − QA

2
QA

1
< ηrev ⇒ Wirkungsgrad ist beschränkt durch ηrev.

iv) Für reversiblen Prozess: obwohl
∮
δQ = Q1 −Q2 gilt

Q1
T1

= Q2
T2

⇔ Q1
T1

+ −Q2
T2

= 0 ⇔
∮

Carnot

δQ

T
= 0.

2.4.3 Entropie

Betrachte allgemeinen reversiblen Prozess (T ändert sich kontinuierlich):

V

P

Abbildung 2.12: Zerlegung eines allgemeinen reversiblen Kreisprozesses in infinitesimale Carnot-
Prozesse.

Statistische Physik · 4. November 2026



2.4. Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik 17

Zerlege in M Carnot-Prozesse:

0 =
2M∑
i=1

∆Qi

Ti

M→∞−−−−→
∮

rev

δQ

T
= 0.

Daher:

Entropie S definiert (bis auf Referenzwert) via dS := δQ

T

∣∣∣∣
reversibel

.

S ist eine Zustandsgröße, da
∮

dS =
∮ δQ

T = 0.

Für irreversiblen Prozess:

• 2 Reservoire: T2
T1

= 1 − ηrev < 1 − ηirrev = 1 − QA
1 −QA

2
QA

1
= QA

2
QA

1

⇔ QA
1

T1
+ −QA

2
T2

< 0.

• Allgemein:
∮

irrev

δQ

T
< 0.

• Betrachte:

ZA ZB

γ2

γ1

rev

irrev

Abbildung 2.13: Reversibler Pfad γ1 und irreversibler Pfad γ2 zwischen denselben Zuständen ZA und
ZB .

Da (−γ1) ∪ γ2 irreversibel:

0 >
∮

(−γ1)∪γ2

δQ
T = −

∫
γ1

δQ
T +

∫
γ2

δQ
T ⇔

∫ ZB ,rev

ZA

δQ
T︸ ︷︷ ︸

= S(ZB)−S(ZA)

>

∫ ZB ,irrev

ZA

δQ
T .

Daher:

dS ≥ δQ

T
(> irreversibel, = reversibel)

Für isolierte Systeme: δQ = 0 ⇒ dS ≥ 0, d. h. Entropie ist im Gleichgewicht maximal.

Kommentare:

• Manchmal als 2. Hauptsatz angegeben.

• Gibt Zeitrichtung vor.

Vorlesung

4Statistische Physik · 4. November 2026



18 2. Thermodynamik

Beispiele. i) Isotherme, reversible Expansion eines idealen Gases. Erinnerung: U = U(T ),
also dU = 0 1. HS= δQ+ δW︸︷︷︸

−P dV

⇒ δQ
T = P

T dV, P = NkBT/V (ideales Gas)

⇒ ∆SGas =
∫

δQ
T = 1

T

∫ V2

V1
P dV = kBN ln(V2/V1).

Reservoir hat Wärme abgegeben; da δQ = 0 für Reservoir + System und reversibel:

⇒ ∆Stot = ∆SGas + ∆SRes = 0.

ii) Freie (irreversible) isotherme Expansion.

Gas
V1

V2−V1

Reservoir T

Abbildung 2.14: Freie isotherme Expansion eines Gases in ein Vakuum bei Kontakt mit einem Wär-
mereservoir.

∆SGas = kBN ln(V2/V1), da Endzustand der gleiche und S Zustandsgröße. Außerdem
bleibt die innere Energie des Gases gleich, sodass ∆Q+ ∆W = 0. Da außerdem das Gas
keine Arbeit verrichtet, muss also gelten ∆Q = −∆W = 0. Das impliziert wiederum
∆SRes ≥ 0 und schließlich

∆Stot ≥ kBN ln(V2/V1) > 0.

2.5 Dritter Hauptsatz der Thermodynamik

Problem: zwei Zustände ZA und ZB ohne reversiblen Prozess ZA ↔ ZB [d.h. die Zustandsglei-
chung führt zu mehreren nicht-zusammenhängenden Blättern. Beispiele: (1) Diamant (metasta-
bil) und Graphit; (2) viele chemische Reaktionen können nicht reversibel durchgeführt werden]

⇒ S(ZA) − S(ZB) = ?

3. Hauptsatz (ursprünglich von Nernst, 1905):
Die Entropie eines thermodynamischen Systems bei T = 0 ist gegeben durch eine
von makroskopischen Parametern unabhängige Konstante,

lim
T→0

S(T,X2, X3, . . . , Xn) = S0.

⇒ definiert Referenzpunkt bei T = 0. [Beachte: oft S0 = 0, allerdings eigentlich S0 =
kB ln(#entartete Grundzustände).]

Statistische Physik · 4. November 2026



2.6. Thermodynamische Potentiale 19

Konsequenz: Absoluter Nullpunkt nicht mit endlich vielen Schritten erreichbar.
Grund: betrachte System (etwa Gas, dabei X = P ):

T

S

S0

X1

X2

↓ isotherm
← isentropisch

(adiabatisch
+ reversibel)

Abbildung 2.15: S(T )-Kurven für verschiedene Werte von X: durch abwechselnde isotherme und
isentropische Schritte nähert man sich T = 0 nur asymptotisch an.

Wäre allerdings (S0 verschieden für X1, X2):

T

S

X1

X2

Abbildung 2.16: Hypothetische Situation mit verschiedenen S0: T = 0 wäre in endlich vielen Schritten
erreichbar – durch den 3. Hauptsatz ausgeschlossen.

→ T = 0 wäre in endlich vielen Schritten erreichbar. Der 3. Hauptsatz verbietet dies.

2.6 Thermodynamische Potentiale

1. HS: dU = δQ+
∑

i

Qi dqi +
∑

j

µj dNj .

Z. B. Gas: Qi → −P , qi → V , nur µj → µ, Nj → N . [oder magnet.: q⃗i = M⃗j, Q⃗i = H⃗j.]

2. HS: dS ≥ δQ

T
(≥ irreversibel, = reversibel), sodass

dS ≥ 1
T

dU −
∑

i

Qi

T
dqi −

∑
j

µj

T
dNj (dS)

Impliziert:

• Betrachten wir reversible Zustandsänderungen, d. h. quasi-statisch im Gleichgewicht:(
∂S
∂U

)
q⃗,N⃗

= 1
T ,

(
∂S
∂qi

)
U,N,qk ̸=i

= −Qi
T ,

(
∂S

∂Nj

)
U,q⃗,Nk ̸=j

= −µj

T . (1)

• Man sagt: U, q⃗, N⃗ sind die “natürlichen Variablen” von S, denn kenne ich S = S(U, q⃗, N⃗)
⇒ T,Qi, µj .
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20 2. Thermodynamik

• Betrachte (irreversible) Relaxation zum Gleichgewicht: (dS) ⇒ S ist maximal bei gege-
benen U, q⃗, N⃗ im Gleichgewicht.

Sieht noch einfacher aus, wenn man umschreibt:

(dS) ⇐⇒ dU ≤ T dS +
∑

i

Qi dqi +
∑

j

µj dNj (dU)

Entsprechend:

• U minimal im Gleichgewicht bei S, qi, Nj︸ ︷︷ ︸
“nat. Variablen”

= const.

• U = U(S, q⃗, N⃗) sodass(
∂U
∂S

)
q⃗,N⃗

= T,
(

∂U
∂qi

)
S,N⃗,qk ̸=i

= Qi,
(

∂U
∂Nj

)
S,q⃗,Nk ̸=j

= µj .

• Vollständiges Differential / Satz von Schwarz:

∂
∂qi

(
∂U
∂S

∣∣∣∣
q⃗,N⃗︸ ︷︷ ︸

= T

)∣∣∣∣
S,N⃗,qk ̸=i

= ∂
∂S

(
∂U
∂qi

∣∣∣∣
S,N⃗︸ ︷︷ ︸

= Qi

)∣∣∣∣
q⃗,N⃗

(
∂T
∂qi

)
S,N⃗

=
(

∂Qi
∂S

)
q⃗,N⃗

, bzw.
(

∂T
∂V

)
S,N

= −
(

∂P
∂S

)
V,N(

∂T
∂Nj

)
S,q⃗,Nk ̸=j

=
(

∂µj

∂S

)
q⃗,N⃗

, bzw.
(

∂T
∂N

)
S,V

=
(

∂µ
∂S

)
V,N(

∂Qi
∂Nj

)
S,q⃗,Nk ̸=j

=
(

∂µj

∂qi

)
S,N⃗

, bzw. −
(

∂P
∂N

)
S,V

=
(

∂µ
∂V

)
S,N

(MU)

Relationend, die auf diese Art und Weise von den thermodynamischen Potentialen abge-
leitet werden heißen “Maxwell-Relationen”.

Vorlesung

5 2.6.1 Legendre-Transformation

Ziel: andere natürliche Variablen, da z. B. S = const. schwer realisierbar ist.
Betrachte: f = f(x) mit df = sdx, s = df

dx . [f ↔ U , x ↔ S, s ↔ T ]
Ziel: g = g(s) mit dg

ds = ±x. Gilt für

g(s) = ∓ [f(x(s)) − s x(s)],

denn dg
ds = ∓ [ df

dx︸︷︷︸
= s

dx
ds − x− s dx

ds ] = ±x ✓.

Bekannt aus klassischer Mechanik: Lagrange-Funktion L = L(q, q̇) −→ H(q, p) = p q̇(q, p)−
L(q, q̇(q, p)) mit p = ∂L

∂q̇ . Ersetze q̇ (das =̂x) durch konjugierte Größe p (das =̂s).
Bei uns: T =

(
∂U
∂S

)
q⃗,N⃗

ist bezüglich U zu S konjugierte Größe.
Wir definieren:

F (T, q⃗, N⃗) := U −
(

∂U
∂S

)
q⃗,N⃗︸ ︷︷ ︸

= T

S freie Energie,
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2.6. Thermodynamische Potentiale 21

wobei wir hier entsprechend U und S als Funktionen von T , q⃗ und N⃗ auffassen.

Es gilt: dF = dU − d(TS)
(dU)
≤ TdS +∑

iQi dqi +∑
j µj dNj − TdS − S dT

dF ≤ −S dT +
∑

i

Qi dqi +
∑

j

µj dNj (dF )

Damit gilt:

• F minimal im Gleichgewicht bei T, qi, Nj = const.

• F = F (T, q⃗, N⃗) mit

(
∂F
∂T

)
q⃗,N⃗

= −S,
(

∂F
∂qi

)
T,N⃗,qk ̸=i

= Qi,
(

∂F
∂Nj

)
T,q⃗,Nk ̸=j

= µj (2.2)

[wie erwartet nach der Konstruktion der Legendre-Transformation]

• Maxwell-Relationen:

−
(

∂S
∂qi

)
T,N⃗,qk ̸=i

=
(

∂Qi
∂T

)
q⃗,N⃗

, bzw.
(

∂S
∂V

)
T,N

=
(

∂P
∂T

)
V,N

−
(

∂S
∂Nj

)
T,q⃗,N⃗k ̸=j

=
(

∂µj

∂T

)
q⃗,N⃗

, bzw. −
(

∂S
∂N

)
T,V

=
(

∂µ
∂T

)
V,N(

∂Qi
∂Nj

)
T,q⃗,N⃗k ̸=j

=
(

∂µj

∂qi

)
T,N⃗,qk ̸=i

, bzw. −
(

∂P
∂N

)
T,V

=
(

∂µ
∂V

)
T,N

(MF )

2.6.2 Weitere thermodynamische Potentiale

i) Enthalpie: H = H(S, Q⃗, N⃗), durch qi → ∂U
∂qi

= Qi in U :

H(S, Q⃗, N⃗) := U −
∑

i

Qi qi

⇒ dH ≤ T dS −
∑

i

qi dQi +
∑

j

µj dNj

⇒ minimal im Gleichgewicht bei S,Qi, Nj = const.

(dH)

[Übung: leite die dazugehörigen Maxwell-Relationen her.]

ii) Freie Enthalpie: G = G(T, Q⃗, N⃗) [auch “Gibbs’sche Enthalpie”], z. B. durch S → ∂H
∂S =

T in H:

G(T, Q⃗, N⃗) := H − TS = U −
∑

i

Qi qi − TS

⇒ dG ≤ −S dT −
∑

i

qi dQi +
∑

j

µj dNj

⇒ minimal im Gleichgewicht bei T,Qi, Nj = const.

(dG)
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22 2. Thermodynamik

iii) Großkanonisches Potential: Ω = Ω(T, q⃗, µ⃗), durch Nj → ∂F
∂Nj

= µj in F :
In statistischer Mechanik oft verwendet.

Ω(T, q⃗, µ⃗) := F −
∑

j

µj Nj

⇒ dΩ ≤ −S dT +
∑

i

Qi dqi −
∑

j

Nj dµj

⇒ minimal im Gleichgewicht bei T, qi, µj = const.

(dΩ)

Da wir später verwenden werden:(
∂Ω
∂T

)
q⃗,µ⃗

= −S,
(

∂Ω
∂qi

)
T,qk ̸=i,µ⃗

= Qi,
(

∂Ω
∂µj

)
T,q⃗,µk ̸=j

= −N.

2.6.3 Skalenanalyse

Betrachte (dU) ⇔ dU |rev = T dS +∑iQi dqi +∑j µj dNj . Bekannt: U extensiv, T intensiv ⇒
S extensiv (denn TdS extensiv). Wir wählen (w. l. o. g.): Qi =̂ Kräfte (wie Druck) intensiv,
qi =̂ Koordinaten (wie Volumen) extensiv, µj intensiv, Nj extensiv.

⇒ S,U, F,H,G,Ω sind extensiv.
Z. B. gilt:

λG(T, Q⃗, N⃗) = G(T, Q⃗, λN⃗). (∗)

Damit

G(T, Q⃗, N⃗) = d
dλ (λG(T, Q⃗, N⃗)) (∗)= d

dλ G(T, Q⃗, λN⃗)

=
∑

j

(
∂G
∂Nj

)
T,Q⃗,N⃗k ̸=j︸ ︷︷ ︸

(dG)
= µj

dλNj

dλ︸ ︷︷ ︸
= Nj

.

G(T, Q⃗, N⃗) =
∑

j

µj Nj “Gibbs–Duhem-Relation” (GD)

⇒ µj = freie Enthalpie pro Teilchen j.
⇒ man kann dann damit auch U,F,H,Ω ausdrücken. Z. B.:

Ω = F −
∑

j

µj Nj =︸︷︷︸
F +T S−T S

=G−
∑

i
Qiqi

G+
∑

i

Qi qi −
∑

j

µj Nj
(GD)=

∑
i

Qi qi.

[Z. B. für Gas: G = µN und Ω = −PV . Dieses Ergebnis hätte man auch direkt bekommen
durch Anwenden der Skalen-Analyse auf Ω(T, Q⃗, µ⃗). Übung: überzeugen Sie sich davon.]

Oft (GD) auch via (dG): dG = −S dT −
∑

i qi dQi +∑
j µj dNj

(GD)= d
(∑

j µj Nj
)

⇔
∑

j

Nj dµj = −S dT −
∑

i

qi dQi.

→ Parameter (µj , T,Qi) können nicht unabhängig voneinander variiert werden.
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2.6.4 Stabilität

Betrachte

A B

U, N⃗, q⃗
Austausch
extensiver Größen

Abbildung 2.17: Isoliertes System, das intern in zwei Teilsysteme A und B zerlegt ist, die extensive
Größen austauschen können.

Unabhängig davon ob reversibel oder irreversibel, gilt:

U = UA + UB = const. ⇒ dUA = −dUB, N⃗ , q⃗ analog. (∗)

Im Gleichgewicht: S maximal, also dS = 0 (bei dU,dN⃗ ,dq⃗ = 0)

⇒ dS = dSA + dSB
(dS),(∗)=

(
1

TA
− 1

TB

)
dUA −

∑
i

(
QA

i
TA

− QB
i

TB

)
dqA

i −
∑

j

(
µA

j

TA
− µB

j

TB

)
dNA

j
!= 0.

TA = TB, QA
i = QB

i , µA
j = µB

j

[konsistent mit 0. HS.T]
Weiterhin: Maximum, d. h.: unter UA/B → UA/B ± ∆U für ∆U → 0 muss gelten

∆S ∼ 1
2
∑

t=A,B

(
∂2S
∂U2

t

)
q⃗,N⃗

(∆Ut)2

(1)= − 1
2T 2

∑
t=A,B

(
∂Tt
∂Ut

)
q⃗,N⃗︸ ︷︷ ︸

= [(∂Ut/∂Tt)
q⃗,N⃗

]−1

(∆Ut)2 !
≤ 0.

(
∂U
∂T

)
q⃗,N⃗

≥ 0 innere Energie steigt monoton mit T bei fixen q⃗, N⃗ .

(dU) ⇔ dU = T dS +∑
iQi dqi +∑

j µj dNj

⇒
(

∂U
∂T

)
q⃗,N⃗

= T
(

∂S
∂T

)
q⃗,N⃗

= −T
(

∂2F
∂T 2

)
q⃗,N⃗

≥ 0 (∗∗)

(mit S = −(∂F/∂T )q⃗,N⃗ ).

(
∂2F
∂T 2

)
q⃗,N⃗

≤ 0 konkav in T.
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T

F

Abbildung 2.18: Freie Energie F (T ) ist konkav.

Vorlesung

6
Es gibt weitere Stabilitätsbedingungen: z. B. q⃗A/B → q⃗A/B ± ∆q⃗

⇒ ∆F ∼ 1
2
∑

t=A,B
j

(
∂2F
∂q2

j

)
T,N⃗,q⃗k ̸=j

(∆qj)2 !
≥ 0 (Minimierung).

(
∂2F
∂q2

j

)
T,N⃗,qk ̸=j

≥ 0 konvex in q⃗.

2.7 Response-Funktionen

Betrachte Fall Nj → N , Qi → −P , qi → V .

2.7.1 Thermische Response

Wärmekapazität: CX :=
(

δQ
dT

)
X,N

, X = P, V.

Umschreiben: (dU) ⇔ dU = T dS︸ ︷︷ ︸
= δQ

−P dV + µdN

⇒ CV =
(

∂U
∂T

)
V,N

(∗∗)= −T
(

∂2F
∂T 2

)
V,N

(∗∗)
≥ 0 [Stabilität].

Allerdings: CP ̸=
(

∂U
∂T

)
P,N

, sondern nach (dH) ⇔ dH = TdS︸ ︷︷ ︸
= δQ

+V dP + µdN :

⇒ CP =
(

∂H
∂T

)
P,N

.

Auch CP ̸= CV ; es gibt einen Zusammenhang. Dazu betrachte U = U(T, V ) bei gegebenem
N (also P = P (T, V )):

(dU) ⇔ δQ = dU + P dV

=
(

∂U
∂T

)
V

dT +
(

∂U
∂V

)
T

dV + P dV

⇒ CP =
(

δQ
dT

)
P

=
(

∂U
∂T

)
V︸ ︷︷ ︸

= CV

+
[(

∂U
∂V

)
T

+ P
] (

∂V
∂T

)
P

⇒ CP − CV =
[(

∂U
∂V

)
T

+ P
]

︸ ︷︷ ︸
(∗)

(
∂V
∂T

)
P
. (∗)
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(∗) kann noch vereinfacht werden: (dS) ⇔ dS = 1
T dU + P

T dV und U = U(T, V ):

dS = 1
T

(
∂U
∂T

)
V

dT + 1
T

[(
∂U
∂V

)
T

+ P
]

dV.

Maxwell-Relation: ∂
∂V

∂U
∂T = ∂

∂T

[
1
T

(
∂U
∂V + P

)]
= − 1

T 2

(
∂U
∂V + P

)
+ 1

T

(
∂2U

∂T ∂V + ∂P
∂T

)
⇒

(
∂U
∂V

)
T

+ P = T
(

∂P
∂T

)
V
.

Bemerkung: zeigt, dass P ∝ T bei konstantem N,V ⇔
(

∂U
∂V

)
T

= 0; wie auch beim idealen Gas
gilt.

In (∗) eingesetzt:

CP − CV = T
(

∂P
∂T

)
V

(
∂V
∂T

)
P

(CPCV )

→ direkt durch Zustandsgleichung gegeben.

Beispiel (Ideales Gas). PV = NkBT ⇒
(

∂P
∂T

)
V

= NkB
V und

(
∂V
∂T

)
P

= NkB
P = V

T

⇒ CP − CV = NkB.

Von (dH), (dU) wie oben schon wir, bzw. einfach von TdS = δQ.

CX = T
(

∂S
∂T

)
X

⇒ S(T,X) =
∫ T

0 dT ′ CX(T ′)
T ′ , X = P, V , nach dem 3. HS.T. Damit dieser

Ausdruck integrabel ist, muss gelten CX(T ) ≤ const · T ε, ε > 0, für T → 0. [z. B. gilt für
Phononen ∝ T 3, und für e− in Metall (genau genommen Fermi-Gas oder -Flüssigkeit) ∝ T .]

Außerdem: verwende Maxwell-Relation von F :
(

∂S
∂V

)
T

=
(

∂P
∂T

)
V

und von dG = −S dT +

V dP + µdN ⇒
(

∂V
∂T

)
P

= −
(

∂S
∂P

)
T

.

⇒ CP−CV
T = −

(
∂S
∂V

)
T

(
∂S
∂P

)
T

⇒ lim
T→0

CP−CV
T = 0

(da sowohl (∂S/∂V )T → 0 als auch (∂S/∂P )T → 0 für T → 0 nach 3. HS). Beachte: dies
gilt nicht für das ideale Gas, welches also bereits im Rahmen der Thermodynamik als nicht
kompatibel mit tiefen T ist.

2.7.2 Mechanische Response-Funktionen

Thermischer Ausdehnungskoeffizient: α := 1
V

(
∂V
∂T

)
P
.

Soeben gezeigt:
(

∂V
∂T

)
P

= −
(

∂S
∂P

)
T

⇒ limT→0 α = 0.

Kompressibilität: κX := − 1
V

(
∂V
∂P

)
X
, X =

{
T isotherm
S isentropisch

Beispiel (Ideales Gas). PV = NkBT ⇒ κT = − 1
V

(
−NkBT

P 2

)
= 1

P .

Es gibt Zusammenhänge zwischen α, κX , CV , CP .
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Kapitel 3
Klassische Stochastische Prozesse

Ziel: Grundlagen für die stochastische Beschreibung von Vielteilchensystemen, Relaxation ins Gleichge-
wicht, Motivation für eine mikroskopische Definition der Entropie.

3.1 Elementare Begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie

3.1.1 Eindimensionale Zufallsvariable

Sei X eine Zufallsvariable (auch stochastische Variable), die entweder

• diskret, X ∈ {x1, x2, . . .}, z. B. Augen des Würfels oder quantenmech. Zustand,

• oder kontinuierlich, X ∈ R, z. B. Position eines Teilchens,

ist, mit Wahrscheinlichkeitsverteilung ρX .
Es gilt:

• ρ(xi) ≥ 0 bzw. ρ(x) ≥ 0 (nicht-negativ),

• ∑
i ρX(xi) = 1 bzw.

∫
dx ρ(x) = 1 (normiert).

Wir definieren den Erwartungswert

⟨O(X)⟩ :=
∑

i

O(xi) ρX(xi) bzw.
∫

dxO(x) ρ(x). (3.1)

Wichtige Begriffe:

• Mittelwert: ⟨X⟩

• Varianz: Var(X) :=
〈
X2〉− ⟨X⟩2 =

〈
(X − ⟨X⟩)2〉

• Standardabweichung: σ(X) :=
√

Var(X)

• n-tes Moment: ⟨Xn⟩

• charakteristische Funktion: ϕX(k) :=
〈
eikX

〉

Zusammenhang: ϕX(k) =
∞∑

n=0

(ik)n

n! ⟨Xn⟩ , ⟨Xn⟩ = 1
in ∂

n
kϕX

∣∣∣
k=0

.

• Kumulanten-erzeugende Funktion: SX(k) := lnϕX(k)
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28 3. Klassische Stochastische Prozesse

• entsprechend: n-te Kumulante

Cn(X) := 1
in ∂

n
kSX

∣∣∣
k=0

.

Man sieht:

C0(X) = lnϕX(k=0)︸ ︷︷ ︸
=1

= 0,

C1(X) = 1
i

1
ϕX(0) ϕ

′
X(0) = ⟨X⟩ .

Allerdings: C2(X) = σ2(X), C3(X) =
〈
X3〉− 3 ⟨X⟩

〈
X2〉+ 2 ⟨X⟩3, . . .

Vorlesung

7
Warum S statt ϕ?

• S ↔ Wirkung in Feldtheorie

• Entwicklung in Cn konvergiert oft schneller

Beispiel (Gauß-Verteilung).

ρ(x) = 1√
2π σ

exp
[
−1

2
(x− ⟨x⟩)2

σ2

]
.

Es gilt
ϕX(k) =

∫ +∞

−∞
dx ρ(x) eikx = e−

1
2 k2σ2+ik⟨X⟩,

und damit
Cn>2 = 0, C1 = ⟨X⟩ , C2 = σ2.

3.1.2 Wichtige Verteilungen

Betrachte das Bernoulli-Experiment, d. h. zwei mögliche Ergebnisse A,B mit ρA = p, ρB =
q = 1 − p:

• Münze, A = Kopf, B = Zahl, p = q = 1
2

• Spin in Magnetfeld, A =↑, B =↓

• Teilchen in Teilvolumen Vp < V ⇒ p = Vp/V , q = (V − Vp)/V

Führe N -mal dieses Experiment unabhängig durch, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass
n ≤ N -mal A eintritt,

ρB(n) = N !
n! (N − n)!︸ ︷︷ ︸

=(N
n) = #Möglichkeiten n mal A “zu ziehen”

pn qN−n “BinomialVerteilung”

Mathematica: siehe Wahrscheinlichkeitstheorie-1.nb
Es gilt:

•
N∑

n=0
ρB(n) =

N∑
n=0

(
N

n

)
pnqN−n = (p+ q)N = 1 ✓
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• ⟨n⟩ =
N∑

n=0
nρB(n) =

N∑
n=0

p
∂

∂p
ρB(n) = p

∂

∂p

N∑
n=0

ρB(n) = p
∂

∂p
(p+ q)N = Np.

• σ(n) =
√
Npq

=⇒ σ(n)
⟨n⟩

∝ 1√
N

→ 0 (N → ∞) relative Breite wird kleiner.

Zwei Grenzfälle etwas genauer. (i) N → ∞ bei x = Np = ⟨n⟩ fix (also p → 0 wie x/N).
[z. B. radioaktiver Zerfall]

Es gilt

ρB(n) = N !
n! (N − n)!

(
x

N

)n (
1 − x

N

)N−n

= xn

n!
N !

Nn (N − n)!︸ ︷︷ ︸
N→∞−−−−→1

(
1 − x

N

)N︸ ︷︷ ︸
→ e−x

(
1 − x

N

)−n︸ ︷︷ ︸
→ 1

und daher

ρB(n) ∼ ρP (n) = xn e−x

n! Poisson-Verteilung

Sie hängt nur von einem Parameter x ab, mit

•
∞∑

n=0
ρP (n) = ex e−x = 1 ✓

• ⟨n⟩ = x

• σn =
√
x [macht Sinn, denn

√
Npq =

√
x
√

1 − x/N →
√
x]

(ii) N → ∞, feste p, q:

ρB(n) ∼ ρG(n) = 1√
2π σn

exp
(

−(n− ⟨n⟩)2

2σ2
n

)
Gauß-Verteilung

bekannt als “De Moivre–Laplace-Theorem”.
Mathematica: siehe Wahrscheinlichkeitstheorie-2.nb

Beweis: z. B. mit Stirling-Formel; hier: siehe unten.

3.1.3 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Seien X1, X2, . . . , Xn Zufallsvariablen, diskret oder kontinuierlich, mit gemeinsamer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung ρX1X2...Xn .

Es gilt:

• ρX1X2...Xn(x1, x2, . . . , xn) ≥ 0,

•
∑

x1,x2,...,xn

ρX1X2...Xn(x1, x2, . . . , xn) = 1 bzw.∫
dx1 dx2 . . . dxn ρX1X2...Xn(x1, x2, . . . , xn) = 1.
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Wir definieren den Erwartungswert

⟨O(X1, X2, . . . , Xn)⟩ :=
∫

dx1 dx2 . . . dxnO(x1, . . . , xn) ρX1X2...Xn(x1, . . . , xn), (3.2)

bzw. entsprechend für den diskreten Fall.
Reduzierte Verteilungsfunktion (m < n):

ρX1X2...Xm(x1, . . . , xm) =
∫

dxm+1 . . . dxn ρX1X2...Xn(x1, x2, . . . , xn). (3.3)

Wichtige Begriffe:

• Kovarianz: Cov(Xi, Xj) := ⟨(Xi − ⟨Xi⟩)(Xj − ⟨Xj⟩)⟩ [= Var(Xi) für i = j]

• Xi und Xj unabhängig ⇐⇒ ρXiXj (xi, xj) = ρXi(xi) · ρXj (xj)

⇒ Cov(Xi, Xj) =
∫

dx1 dx2 . . . dxn (xi − ⟨xi⟩)(xj − ⟨xj⟩) ρX1X2...Xn(x1, . . . , xn)

=
∫

dxi dxj ρXiXj (xi, xj) (xi − ⟨xi⟩)(xj − ⟨xj⟩)

unabh.=
(∫

dxi ρXi(xi) (xi − ⟨xi⟩)
)

(i → j)

= ⟨Xi − ⟨Xi⟩⟩︸ ︷︷ ︸
=0

⟨Xj − ⟨Xj⟩⟩︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

• Funktionen von Zufallsvariablen: Z = f(X1, . . . , Xn)

damit gilt: ρZ(z) =
〈
δ
(
z − f(X1, . . . , Xn)

)〉
Beispiel (n = 2, Z = X + Y und X,Y unabhängig).

ρZ(z) =
∫

dx dy ρX(x) ρY (y) δ
(
z − (x+ y)

)
=
∫

dx ρX(x) ρY (z − x) [macht intuitiv Sinn]

Konkret: ρX(x) = ρY (y) ist die Rechteck-Verteilung auf [0, 1] (siehe Abbildung 3.1), also

ρZ(z) =
∫ 1

0
dx ρY (z − x) =


z 0 ≤ z ≤ 1,
2 − z 1 ≤ z ≤ 2,
0 sonst,

d. h. eine Dreiecks-Verteilung auf [0, 2].

x

ρX(x) = ρY (y)

1
z

ρZ

1 2

1

Abbildung 3.1: Faltung zweier Rechteck-Verteilungen ergibt eine Dreiecks-Verteilung.
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• bedingte Wahrscheinlichkeit:

ρX1...Xm(x1, . . . , xm | Xm+1 = xm+1, . . . , Xn = xn︸ ︷︷ ︸
gegeben, dass dies “gezogen wurde”

) = ρX1...Xn(x1, . . . , xn)
ρXm+1...Xn(xm+1, . . . , xn) .

Daraus folgt der Satz von Bayes, hier für n = 2:

ρX(x | Y = y) = ρY (y | X = x) ρX(x)
ρY (y)

Was man einfach erhält aus zweifachem Anwenden der obigen Beziehung:

ρX(x | Y = y) = ρXY (x, y)
ρY (y) = ρY (y | X = x) ρX(x)

ρY (y)

Spezialfall: X,Y unabhängig, dann ρXY (x, y) = ρX(x)ρY (y), und

ρX(x | Y = y) = 1
ρY (y) ρXY (x, y) = ρX(x) wie zu erwarten.

Beispiel (Multidimensionale Gauß-Verteilung). Schreibe X⃗ = (X1, X2, . . . , Xn).

ρX⃗(x⃗) =
√

det(A)
(2π)n/2 exp

(
−1

2 (x⃗− x⃗0)TA (x⃗− x⃗0)
)
, A ∈ Rn×n, symmetrisch, positiv definit.

Es gilt:

• ⟨Xj⟩ =
∫

dnx ρX⃗(x⃗)
(
xj − (x⃗0)j + (x⃗0)j

)
= (x⃗0)j +

∫
dnξ ρX⃗(ξ⃗ + x⃗0) (ξ⃗)j︸ ︷︷ ︸

= 0 (gerade in ξ⃗)

, ξ⃗ = x⃗− x⃗0

=⇒
〈
X⃗
〉

= x⃗0.

• Cov(Xi, Xj) = (A−1)ij [Übungsaufgabe]
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